ANALYSE POUR L'INGENIEUR

SYLVAIN MEIGNEN

Transcrit par Julien HENRY

Ce cours n’est pas un polycopié officiel. Aussi, il n’est pas certifié sans erreurs. Pour toute remarque ou
correction, vous pouvez me contacter a I’adresse

julien.henry@ensimag.imag.fr

2008-2009

EcOLE NATIONALE SUPERIEURE D’INFORMATIQUE ET DE MATHEMATIQUES APPLIQUEES, GRENOBLE



http://julien2331.free.fr




TABLE DES MATIERES

I Théorie de la mesure et intégration

1.  Définition de mesure et d’ensembles mesurables . . . . . . . .. ... oL oL oL
2. Intégration des fonctions positives . . . . . . ... L
2-a.  Propriétés élémentaires . . . . . . .. L L e e
2-b.  Théoréme de convergence monotone ou de Beppo-Levi . . . . . . .. ... ... ... ..
2-c.  Ensemble négligeable - Propriété vraie presque partout . . . . . . .. . ... ... ...
3. Fonctions intégrables . . . . . . . . .. L L
3-a.  Intégration sur un sous ensemble . . . . . ..o Lo
3-b.  Intégration d’une fonction mesurable définie presque partout . . . . .. ... .. .. ..
4. Lespace LY(RN) . . . o
4-a.  Intégrale dépendant d’un parametre . . . . . . .. ...
4-b.  Théorémes de Tonelli et de Fubini . . . . . . . . . .. . .. ... ... .. ... .....
II Bases Hilbertiennes de L?([0,a]) = L*(0,qa)
1. Llespace L2(0,a) . o o o v v v v
2. Bases Hilbertiennes de L?(0,@) . . . . .« o v vt
3. Sériede Fourier . . . . . . . .
III Transformée de Fourier dans L'(R)
1. Imtroduction . . . . . . . . . L L e
2. Définition . . . . . .. e e
3. Propriétés . . . ..o
4.  Inversion de la transformée de Fourier . . . . . . . ... ... Lo oL
5. Convolution dans L (R) . . . . . . . o i
6.  Convolution et transformée de Fourier . . . . . . . .. . . ... .. o
7. Transformée de Fourier dans L2(R) . . . . . . . . . . oo
7-a.  Fonction d’auto-corrélation de L2(R) . . . . . . . . . .
7-b.  Propriétésde F'. . . . . .
8. Transformée de Fourier sur LY(R) N L2(R) . . . . . . oo i
9.  Transformée de Fourier dans L2(R) . . . . . . . . . . o
9-a.  Propriétés de la transformée de Fourier dans L2(R) . . . . . . . ... ... ... .....
9-b.  Inversion de la transformée de Fourier dans L2(R) . . . .. ... ... ... .......
9-c.  Convolution et Transformée de Fourier dans L2(R) . . . . . . ... ... ... ......
10. Applications . . . . . . . . L e
10-a. Calcul de transformées de Fourier . . . . . .. .. . ... ... L 0oL
IV Distributions
1. Introduction . . . . . . . . . L
l-a.  Distributions régulieres . . . . . . . . ..
1-b. Exemples . . . . . .
2. Convergence des distributions, notion de convergence simple . . . . . . . .. ... ... ... ..
3. Dérivations des distributions . . . . . ..o oL oL
4. Formule dessauts. . . . . . . .. L e
5. Dérivation d'une suite de D'(I) . . . . . . . .o

© OO ot

13
14
17
18
19

21
21
22
23

27
27
27
27
31
32
33
34
34
34
35
36
37
40
40
41
42



http://julien2331.free.fr TABLE DES MATIERES




CHAPITRE [

THEORIE DE LA MESURE ET INTEGRATION

On a besoin de définir dans un premier temps la droite numérique "achevée" : R = [0, +-00[U{+00}
Vz € Ry, + (+00) = +o0

+oosixz >0

WEE@X(“’O){ Osiz=0

1. Définition de mesure et d’ensembles mesurables

Définition 1. Une tribu sur RN (N > 1) est une famille B de parties de RY vérifiant les propriétés suivantes :
-@eB
~SiAecBalorsAeB
— B est stable par réunion dénombrable (B est stable par intersection dénombrable).

Définition 2. Si B désigne une tribu de RY, alors les éléments de B sont appelés les ensembles mesurables.

Définition 3. Une mesure positive ju sur B est une application (non constante a +0c) de B dans R dénom-
brablement additive, c’est-a-dire quel que soit (B, )nen une famille de parties disjointes de B on a la propriété :

+oo +oo
n((J Ba) =Y u(Bn)

Exemples
(1) La tribu des Boréliens : la tribu des boréliens sur RV est la tribu engendrée par les ouverts de RY
(ou la tribu engendrée par les ouverts de RY). On peut montrer qu’elle est engendrée par des pavés de

R définis par :
N

[Tla:, b4

i=1
On définit alors la mesure de Lebesgue pour le pavé A par

N

w(A) =TT = a)

i=1
(2) Mesure sur A = P(X) (ensemble des parties de X). Il est simple de voir que A est une tribu.
)
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— Mesure de comptage : soit A € A
w(A) = card(A)

— Mesure de Dirac : soit a € A

lsiace A

VAEP@mMm){Oﬁa¢A

Propriété 1:
On a les propriétés suivantes pour les tribus

1. La mesure de ’ensemble vide est nulle :
n(@) =0

2. La mesure est croissante pour I'inclusion :

AC B= u(A) < u(B)

3. Soit (Ap)nen une famille d’éléments de B, on a :

p(lJ An) <D u(An)
n=1 n=1
4. Enfin, on a I'égalité :
u(AU B) + u(AN B) = p(A) + u(B)

DEMONSTRATION Les propriétés 1 et 3 sont immédiates.
Preuve de la 2.
B=AU(B\A)= n(B) =p(A)+un(B\ A)

Preuve de la 4. Comme AU B = AU (B\ (AN B)), par la propriété 3 on déduit que
W(AUB) = u(A) + u(B\ (AN B))
De méme, comme B = (B\ (AN B))U (AN B), on déduit
n(B) = u(B\ (AN B)) + u(AN B)
En ajoutant les deux expressions précédentes, on obtient :
#(AU B) + u(AN B) = p(A) + pu(B)

On a donc le résultat. O

2. Intégration des fonctions positives

2-a. Propriétés élémentaires

On suppose que I'on dispose de I’espace mesuré (RY, B, p)

Définition 4. une fonction f : RN — [0, 4o0[ est étagée (ou simple) si elle prend un nombre fini de valeurs
ai,...,ax < +oo etsi B; = f1({a;}) €B

Définition 5. Une fonction f : RN — R, est dite mesurable si I'image réciproque de tout intervalle de R
appartient a B.
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Théoréme 1:

Soit f : RNV — R une fonction mesurable, alors f est la limite croissante d’une suite de fonctions étagées f,
tel que :

- fn+1(x) Z fn(z)
= fulw) < f(2)

DEMONSTRATION On cherche & construire une suite f,, vérifiant les propriétés précédentes.
On définit pour i € [1,n2"] les ensembles

t—1 1

Fng =175 52)

F, = f_l([na +OO])

Les ensembles E,, ; et F,, sont mesurables (comme image réciproque d’un intervalle par une fonction mesurable).

— Montrons d’abord que f,, tend vers f. Vx € RV, Vn € N,3E,, ;, un ensemble tel que

'n_l 'n
! v e N

2n’n

xr € En,i, = f(z)€]
= |fal@) = [@)] < 5 Y €N

donc fn(x) — f(x)
— Montrons que f, est croissante, ¢’est-dire que Va € E,, ;, fn(2) < fry1(2)

1—1 1

Eni =f! S o
o= I D
. 2i—1 2 IPREE
Ent12i=f 1([Wa WD =N 2n2 ; 27[)
. S
1 1—1 1— 5
Fui = (gt 52D
VY € En,ia
1 —1
Fulw) = ot ()
i—1 i—
fn+1(:€) = Q—HXETr#l,Zifl(z) + 2n2 XEn11,2i (:C)
st x € Epgp10n—i N Ey g, fn(x) = fn+1(90) O
st & ¢ Eny1,9n—i N Eng, fo(2) < froga1(2)
Définition 6. Si S : RN — R, est une fonction étagée de valeur ay,...,a,, et si on note A; = S~1(a;), alors
on définit

[ sdn=3 a4
=1

~ Si f: RN — R, est mesurable, on définit I'intégrale par rapport a yu comme I’élément de [0, 4+oc] donné
par la formule suivante :

fdu= sup{/ s du, /s est étagée, s < f}
RN s RN
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/Efdu=/]RfoEdu

— Si E C RY est mesurable alors

Propriété 2:
Si f,g: RY — R, sont mesurables et si f < g alors

/ fdué/ g dp
RN RN

DEMONSTRATION Si S étagée et S < f alors
S<g= S du < / g dp (définition de I'intégrale de g)
RN RN

== fdu< / g dp (on prend le sup sur s dans le membre de gauche) O
RN RN

Propriété 3:
Si s et t sont étagées on a :

/(ert)du:/ sdqu/ t du
RN RN RN

DEMONSTRATION

/]RN sdu= Zaiu(Ai) avec A; = s ({a;})

/ tdu = Zb]u ) avec B; =t~ ({b;})

Montrons que s + ¢ est étagée : on sait que Vi # j, B,NB; =0 et A;NA; =0
s+t est égale a a; + b; sur A; N B;

(AiNB;)N(AyNBj) =@ saufsii’' =iet j =3

D’autre part :

De cela on peut déduire que :

/RN(S +t)dp

I
INg
Ms
£
+
0‘
E
i)
U:J
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2-b. Théoréme de convergence monotone ou de Beppo-Levi

Théoreme 2:
Si (fn) est une suite croissante de fonctions mesurables de R dans Ry on a

lim / fn du:/ lim f, dp < 400
n—-+4oo RN RN n—-+oo

Dans notre cas, si f, est mesurable, alors lim f, est mesurable.

n—-+4oo

Corollaire 1:
Le théoréme de Beppo-Levi permet d’aboutir aux résultats suivants :

1. Si f,g: RN — R, sont mesurables et si a > 0 et 3 > 0 alors
/ af+ﬁgdu=a/ fdu+ﬁ/ gdp
RN RN RN

2. Soit f, : RN — R, pour tout n, on a :

/RNandu=Z/Randu

DEMONSTRATION 1. Soit S, étagée, S, — f, Sn < f, S, croissante. Soit T, étagée, T, — f, T, < f, T,
croissante. On a :

/oeSn+ﬂTndu:a/ Sdquﬂ/ Tdu
RN RN RN

Alors par convergence monotone sur les 3 termes,

/RNoszrﬂgdu:a/RNfdquﬂ/RNgdu
N

2. On considere Sy = Sn croissante. Alors d’apres le théoréme de convergence monotone :
N ny ON p

n=1

N
li Spdu = 1 Spdp < nd nd
Jm | Sudp ANnimm 0 Z/ fndp = /an_:lf u

On a donc bien le résultat. O

2-c. Ensemble négligeable - Propriété vraie presque partout

Définition 7. Soit A C RY un ensemble mesurable. Si i(A) = 0 on dit que A est négligeable (pour la mesure
1)

Exemple Voici deux exemples d’ensembles négligeables :
— @Q négligeable dans R pour la mesure de Lebesgue (Q dénombrable)
— K (ensemble de Cantor) est négligeable pour la mesure de Lebesgue dans [0, 1]

Remarque Dénombrable <= il existe une bijection de cet ensemble dans N *

Définition 8. Soit P(x) une propriété faisant intervenir les points x de RY. on dit que P est vraie presque
partout si {z, P(z) est fausse} est négligeable.

9/50
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Théoréme 3:
Soit f: RN — R, une fonction mesurable. On a :

1.

fdp=0 & f =0 presque partout
RN

(f(x) = 0 pour presque tout x)

fdpu < +00 = f < +00 presque partout
RN

(f(x) < +00 pour presque tout x)

DEMONSTRATION 1. <
A= {z, f(x)#0} et on sait u(A) =0:

Ve e R, f(z) < hIJIrl nya(x)
Soit fn(z) = nxa(z) croissante, > 0, on déduit

/ lim nxa(z)dy = lim nxa(x)dp
R

N n—-+00 n—+oo [pN

= lim n/ xa(z)dp =0
RN

n—-+oo

Ceci par linéarité et car u(A) = 0. Comme on a

(x)dp S/ lim nxa(z)dp =0
RN

RN n—-+4+oo

alors cela prouve que

(x)dp =0
RN

On a donc déja montré une implication. |

DEMONSTRATION 1. =
On suppose que / fdu=0et A={x, f(x)+# 0}, on a donc
RN

xa(z) < lim n f(x)

n—-+4oo

or gn(z) =nf(x) est croissante. Le théoréme de convergence monotone donne alors

/ lim nf(z)dp= lim n (x)dp =0
R

N n—+0o0 n—-+oo RN

Donc on obtient la relation :

p(4) = [ xadu [ tim g —o

RN n—-+o0o

D’ou finalement
u(A) =0

On a donc bien f nulle presque partout. O

DEMONSTRATION 2.
On suppose fdu < 400, et on pose A = {z, f(z) = +oo}. On cherche a montrer que pu(A) = 0. Si
RN
n(A) # 0,
fdu > / fdp = +50 x p(4)
A

10/50
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:{ 0sipu(d)=0

+oo si u(A) #0
= sipu(4) #0 = /RNfdu:wLoo

Ainsi, f < 400 presque partout. O

3. Fonctions intégrables

Définition 9. Soit f : RN — R, f est mesurable si et seulement si I'image réciproque de tout intervalle de
R est mesurable.

Définition 10. Soit f : RV — R une fonction mesurable. On pose

{f+(l’) maz(f(x),0)
f~(x) = min(f(z),0)

On a fi + f— = f. On dit que f est intégrable si et seulement si

/ f+dp < 4oo et / fodp < 400
RN RN

[ pedu= [ rdn= [ i
RN RN RN
DEMONSTRATION Cette définition est cohérente : supposons f = g — h avec g et h > 0 , alors

/g<+ooet /h<+oo

On sait que g > f+ et h < f_. On va montrer que :

fdu:/ gdu/ hdp
RN RN RN

Eneffet,ona f=g—-h=f1+f-=r=9g—fr =h— f_- >0,r < g donc comme g est telle que

Et alors on pose

/gd,u<+oo,ona:/ rdp < 400
RN RN

fr+r=yg

f—+r=h

= [ o= [ gdner [ (5vrda= [ nd
RN RN RN RN

= / f+d,u:/ gdu—/ rdu et f_d,u:/ hdu—/ rdu
RN RN RN RN RN RN

Ainsi, on en déduit que :
Jfdu = / gdu—/ hdp
RN RN RN

La définition est donc cohérente. O

Proposition 1:
Voici quelques propositions concernant les fonctions intégrables.

11/50
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1. L’ensemble des applications intégrables de RN dans R par pour la mesure de Lebesgue est un espace
vectoriel noté L1(RY) et I'application suivante est une forme linéaire :

LYRN) — R

/ — fdu
RN

2. Soit f,g € LY(RN) alors si f < gona

fdp < / gdp
RN RN

3. Soit f,g: RN — R mesurables avec g € L'(RN) alors
Ifl <g= feL'(RY)

4. Soit f : RN — R mesurable
fel'®RY) & |fle L1(RY)

}/RNfdu‘s/RN | Fldu

/ afdy = a/ fdu (c’est trivial...)
RN RN

5. Si f € LY(RY), on a
DEMONSTRATION 1.

f+gdu=/ gdu+/ fdu
RN RN

RN
f=r+r- _ _
{gg:Jrg = f+g9=(f++9+) - (f-=9-)

On peut passer a l'intégrale :

/RN(wag)du = /Rw(f++g+)d“7/m(f*:97)d#

= / f+du+/ g+du*/ ffdu*/ g—dp
]RN ]RN ]RN RN

= / gdwr/ fdu
RN RN

2. Montrons que :

ng:/ fdug/ gdu
RN RN
f=r+1r
{gg+g+ f<9g=fr+tg-<g++f
— [ edar [ gdus [ gedur [
RN RN RN RN
= fdué/ gdp
RN RN
3. f+ <|fI<yg
f-<Ifl<g
si gdp < 400 alors :
RN
/ frdp < 400
N feL'(RY)
f-dp < +oo
]RN

12/50
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4. |f] € LYRY), d’apres 3) = f € LYRY)

/ f+dp < +oo et fodp < 400
RN RN

fi=fertom [ dn= [ pedns [ rau<o

5. Cette preuve est laissée a titre d’exercice.

'/RNfdu'S/RN fldu

Les propositions sont démontrées. O

Définition 11. Soit f: RN — C, donc
i f2: RN =R f=fi+if

On a alors les définitions suivantes :

f est mesurable < f; et fy sont mesurables.
f est intégrable < f et fo sont intégrables.

De plus, on a ces trois propriétés :

/RNfdu=/RNf1du+i/RNfzdu

VRNfdu‘S/RN fldu

/ 1+ gldu < / Fldp+ / lgld
RN RN RN

3-a. Intégration sur un sous ensemble

Définition 12. Soit A € RN un ensemble mesurable et soit f : A — R mesurable. On note

fA(JI)Z{ fl@)ysize A

0 sinon

/}R Iate)dp = /A fdu

On note L'(A) I'ensemble des fonctions intégrables sur A.

Alors

Remarque Si f = g presque partout et si I'une est intégrable alors 'autre est intégrable.

fdp = / gdp
RN RN

DEMONSTRATION
fdp < 400
RN

= fduf/ gdu‘ = ‘/ fgdu‘ < / |f —gldu=0car f —g=0 presque partout
RN RN RN RN

= Jfdu = / gdp
RN RN

Donc g est intégrable. O

13/50
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Remarque Si f ets mesurable et est non nulle seulement sur un ensemble de mesure nulle A (f(x) = 0 si
x ¢ A) alors son intégrale est nulle.

DEMONSTRATION
f =0 presque partout = |f| = 0 presque partout = / [fldw =0
RN
= fdu=0
RN
f est d’intégrale nulle. a
Exemple xx vérifie ces criteres. *

3-b. Intégration d’une fonction mesurable définie presque partout

Définition 13. Soit f mesurable définie presque partout sur RY. Soit A C R¥ u(A) = 0 et tel que f est
définie sur RN\ A. Posons :

Flo) = { f(x) siz e RV\A

Osize A

Alors si f est intégrable, alors tout autre prolongement de f a RN l’est aussi, et I'intégrale est la méme. Ainsi :

fdu= [ fdu
RN RN

Théoreéme 4:

THEOREME DE CONVERGENCE DOMINEE DE LEBESGUE

Soit (fn)nen € LY(RYN) telle que f, s f presque partout. Si 3g € LY(RY) tel que |f,| < g, alors
n—-—1+0oo

lim | |fu— fldu=0

n——+oo RN

DEMONSTRATION :On définit les deux ensembles suivants :

A {x fo(x) = f(2)}
U%ﬂh )l > g(x)}

B

Sionnote C =AUB, on a pu(A) =0et u(B) =0= u(C)=0. On définit

) siz € RN\C

0 sinon

[ g(z)siz e RN\C

"1 0 sinon
f(z)siz e RV\C
0 sinon

on pose alors
gn(x) = fn(x) - f(l’)

et on considere

hy(z) = sup gx(x)
k>n

hn(z) est décroissante, on va donc essayer de se ramener a une suite croissante. On sait que (h,, > 0).

Va, | fo(z) — f(z)| < 2§(2) (revoir la définition de C)

14/50
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On peut alors définir .
hn(x) = 29(x) — hn(z)

Donc i?; >0 et ﬁvn croissante. De plus, ﬁvn est définie sur RV. Ainsi, on peut appliquer le théoréme de
convergence monotone a hy, :

lim (29 — hyp) dp = / lim 29— hy, du
R

n—-+oo RN N n——+o0o

= 2/ g dp
]RN

= lim 2/ §d,u—/ hy, du
n—-+00 RN RN

= 2/ gdp —  lim hy du
RN RN

n—-+o0o

o,

Ainsi, = lim hy, dp =0, ce qui équivaut

n—-+o0o RN

lim sup|fk —f| dp =0

n—+00 JRN k>n

= lim |fn— fl du=0

n—-+o0o RN

Comme };(x) — f(z) = fa(z) — f(2) presque partout, on a aussi

lim [ |fu—fldu=0

n—-+oo RN

Le résultat est démontré. O

Théoréme 5:
APPLICATION DU THEOREME DE CONVERGENCE DOMINEE
Soit (f) € C%([a, b]) qui converge uniformément vers f. Alors

n—-+4oo

lim In du = / [ du
la,b] la,b]

DEMONSTRATION f,, converge uniformément vers f, donc f, converge presque partout vers f. On montre que
les f, sont majorés par une fonction Lebesgue-intégrable sur [a,b]. Comme f,, converge uniformément vers f,
alors

AN €N,V 2 N, [|fo = flloopay < 1€t [|flloopy =€

:anN)anHOO[ <l+c

a,b]

Par ailleurs, || fu|oo(, ,; = ¢n, donc
Vn € N, || falloop, ) < max(1l +c,e1,...,en-1)
donc par définition de ||.||c :
Va € [a,b], fo(z) < max(1+4c,ci,...,cn—1)Xan(®) € L' ([a,b])

On peut appliquer le théoréme de convergence dominée et on trouve alors :

lim fndu= / lim f, du= fdu
n—-+o0o [a,b] [a,b] n—-4o0o [a,b]

L’application est démontrée. O

Théoreme 6:
Si f € C°([a,b]), alors I'intégrale de Lebesgue de f sur [a,b] est égale a I’ intégrale de Riemann de f sur [a,b].

15/50
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DEMONSTRATION 1l existe deux démonstrations possibles.

1. II suffit de démontrer que les fonctions en escalier sont mesurables, que l'intégrale de Lebesgue d’une
fonction en escalier est égale a l'intégrale de Riemann d’une fonction en escalier. Ainsi,

b
i / fode=tim [ g
b b
Or on a déja lim fn dx = / f dz, reste a savoir si on a bien lim fndu = f dp. On
n—teo Jg a 0 Jab) [a,]

sait déja que f, — f simplement, donc presque partout. Il suffit alors de montrer que f, est dominée.
Or,

AN e N,Vn 2 N, [|falloo < [flloc +1
donc

(@) < (Ifllse + 1Xga () € £ ([a,b])

D’apres le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, on a alors

lim fn dp = / lim f, du= fdu
70 Jla ] [a,p] T [a.b)
2. Pour une deuxiéme démonstration, voir le poly de cours. O
Exemple Montrons que la fonction f définie par t — f(t) = T appartient & £ (R) et calculer / 5 dp.
R
DEMONSTRATION
[ #wya tim [ x(t) g d
= im —
i n i f X i
. "o
= lim  —
n—too J_ 1412
= lim [arctant]”,
n—-+oo
= T O
. o sin(t) . NS
Exemple Montrons que la fonction définie par ¢t — " appartient & £'(R)
DEMONSTRATION
sin(t) ) sin(t)
dp = 1 _ t d
/R t ‘ o=t X ()| 7| di
n in(t
= lim $n()‘dt
n—+oo J_ t
par le cours de spé = +o0 O

Exemple Soit la suite de fonctions f,,(z) = X[—n,n)(z). On a f,(z) — 0 presque partout. De plus,
vn e N, |fa(2)] < 1€ LY(R)

Il n’existe pas de fonctions dans £!(R) majorant | f,| presque partout, car sinon, on aurait

Jdm [ hdn=i= [ i

=CONTRADICTION *

16/50




http://julien2331.free.fr 4.. I’ESPACE L'(RY)

4. L’espace L'(RY)

Soit f € LY(RY). On pose Ni(f) = / |f| dp, ot p est la mesure de Lebesgue. On se demande si Ny est
R

une norme pour £H(RY) :

1. N1(0) =0

2
3
4. Ny
)

Définition 14. On considére sur L*(RY) Ila relation d’équivalence

f ~g< f =g presque partout

Définition 15. On appelle L*(RY) = LY(RN)/ ~. Alors (L*(RY), N1) est un espace vectoriel normé.

DEMONSTRATION On sait que si f = g presque partout et f € L1(RY), alors /|f| dy = /|g| dp. Ainsi, 1.,

2., 3., 4. sont vraies sur L}(RY).
D’autre part, on a Ni(f) = 0= f =0 dans L}(R"). Ainsi,

N; est une norme pour L*(R™Y). O

On notera que pour la suite,
vfe L'RY), |Iflly = Nu(f)

Théoréme 7:
Soit (f,) et f € LY(RY). On suppose que / |fn — f| du v 0. Alors

3 nq,...,ny croissants, f,, — f presque partout.

DEMONSTRATION Fait appel au fait que L! est complet. Voir le cours du second semestre. O

Définition 16. On peut de la méme fagon définir les espaces LP(IRN)7 1 < p < 400 de la maniére suivante :
—sip < +o0

feﬁ%&%<¢/ |fIP dp < 400
RN

1l = ([ 17 e

— sip=+o0
f € L®RY) & f est bornée presque partout

| lloc = inf{M/A = {z, f(z) > M}, u(A) = 0}
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4-a. Intégrale dépendant d’un parameétre

On considére une fonction f mesurable définie sur I x A, pour tout ¢ € I et presque tout x € A, et
Vte I,z — f(t,x) € LY(A).

P = [ fit.o) d

Théoréme 8:
CONTINUITE DE F
Sion a :

1. t — f(t,x) est continue sur I pour presque tout x.
2. Vt € I,|f(t,z)| < g(x) pour presque tout x, avec g € L1(A).

Alors F est continue sur I.

DEMONSTRATION C’est une application du théoréme de convergence dominée. On va montrer la continuité de
Fentel. Soit :
—t, — t.
— fn(x) = f(tn,z) — f(t, ) presque partout.
On suppose que
AN € N,Vn = N, [fu(@)] = [f(tn, )] < g(2)

(tn, € I pour n > N)
Ainsi, en appliquant le théoreme de convergence dominée, on obtient :

tim [ fno) du= [l (tn,0) d

n—-+4+oo n—-+o0o

s lim F(t,) = F(t)

n—-+4oo

Donc F' est continue en t. O

Théoréme 9:
CONDITION DE DERIVABILITE POUR F
Sion a :

9]
1. Vtel,t— a—{(t, x) est continue sur I pour presque tout x.

2. viel,

91 (¢, z)

dg € EI(A), 5t

< g(z)

et

Alors F' est dérivable sur I.

DEMONSTRATION On veut montrer la dérivabilité en ¢.

F(t+h)—F(t) [ F(t+h,z)— F(t,z)
h "l/; h a
1.
~ F h - F 0
fu = TEHRD 20D O
2. 5
£+ how) = () + 0oL 0,2), 00 it 4+ A
& et) = L or2) = )] < o)
Ceci pour tout h tel que t + h € I. O
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On applique alors le théoreme de convergence dominée :

h—0

jim [ Futt.a) dp = [ Jim F.) d

éF’(t):/A%(t,x) du

4-b. Théorémes de Tonelli et de Fubini

Théoreme 10:
THEOREME DE TONELLI
Soit 1 € R™M et Q5 C RY2 des ouverts et soit f mesurable sur €; x . On suppose que

9(y) :/Q |f (2, y)| du(z) < 400

et que :
/Q 9(y) duly) < +oo

Alors on a le résultat suivant :
f € Ll(Ql X Qg)

Remarque TRES IMPORTANT : On a aussi si

hz) = [ (@, y)] duy) < +oo

et que :
/ h(z) du(xz) < 400
Q1
Alors
f € Ll(Ql X QQ)
DEMONSTRATION Ce théoréme est admis. O

Théoréme 11:

THEOREME DE FUBINI

Soit f € LY(Q1 x Qg),Alors :
Pour presque tout x € ),

g:y— f(z,y) € L'(Q) et ; f(x,y) du(y) € L' ()
De méme pour presque tout y € s,
h:xr f(z,y) € L) et | f(z,y) du(z) € L (Q)
Q1

De plus, on a :

[ st dute) dut = [ ( [ 1) du(y)) nta) = [ ( [ 1) du(x)) du(y)

DEMONSTRATION Ce théoréme est admis. O
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Théoréme 12:

THEOREME DE CHANGEMENT DE VARIABLES

Soit U et Q des ouverts de RY et ¢ : U — Q un C!-difféomorphisme.
On note pour x € U :

0p;
Tp(a) = det | 22 (a) o= (01, 0N)
Ox; 1<i,j<N

Alors, si f est une fonction mesurable définie presque partout sur €), on a :

/Q £(9) du(y) = /U F@) o (@) dp(z)

DEMONSTRATION Ce théoréme est admis. ]
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CHAPITRE 11

BASES HILBERTIENNES DE
L*([0,a]) = L*(0,a)

La notation L2([0,a]) = L%(0, a) veut dire que la valeur du carré de I'intégrale de toute fonction appartenant
a L?([0, a]) ne dépend pas de la valeur de la fonction en 0 et en a.

1. L’espace L*(0,a)

Définition 1. L?(0,a) est l'espace des fonctions mesurables définies sur [0,a] tel que

/ |f? du < 400 ot p est la mesure de Lebesgue.
[0,a]

Remarque Parfois, dans la littérature, quand p est la mesure de Lebesgue, on trouve que f du s’écrit
[a,b]

b
/ f dz. On adoptera cette notation dans la suite du cours. *
a

Définition 2. L’espace L*(0,a) est muni d’un produit scalaire :

Vf.g € L2(0,a), {f.) = / " f(oyatna

La norme associée a ce produit scalaire est la suivante :

I1f1lz2(0,a) = \//o |fI? do = \//O |f1? du

Théoréme 1:
(L*(0,a),||./[2(0,a)) est un espace de Hilbert, c’est & dire un espace vectoriel préhilbertien tel que I'espace
est complet pour la norme associée au produit scalaire.

Proposition 1:
[INEGALITE DE CAUCHY-SCHWARZ]
Si f et g € L?(0,a), alors fg € L'(0,a) et on a :

/Oafgdfc

< |fllz200,0) 11911 £2(0,a)

21




http://julien2331 free.fr CHAPITRE II. BASES HILBERTIENNES DE L2([0, A]) = L2(0, A)

DEMONSTRATION a titre d’exercice . ..

Propriété 1:
Sia < +o0, alors L*(0,a) C L*(0,a)

DEMONSTRATION En effet,

erLl(O,a),/0a|f| dx

| i as

< lze,w 1l 22(0,0)

< V[0, a1 L2(0,0)

< Vallfllrz.a) < +00
On peut remplacer [0, a] par n’inmporte quel intervalle borné. O
Remarque ATTENTION!: L*(R) ¢ L'(R). *
Exemple f(z) = sir;z € L*(R), or sin ¢ L'(R) car cette fonction n’est pas intégrable en module. *

X

2. Bases Hilbertiennes de L*(0,a)

Définition 3. Soit B = (pn)nen, avec ¢, € L%*(0,a). Alors B est une base Hilbertienne de L?(0,a) si et
seulement si :
1. V(m, n) S NQ; <(pn7 (pm> = 5m,n

2. La famille B est totale, c’est a dire que tout élément de L*(0, a) s’écrit comme la limite d’une combinaison
linéaire finie d’éléments de B, ou encore les combinaisons linéaires d’éléments de B sont denses dans
L2[0,a) :

B+ ={g,9 € L*(0,a)/¥n € N, (g, ) = 0} = {0}

Remarque Ne pas confondre Base algébrique et Base Hilbertienne.
— Base algébrique : Si H admet une base algébrique, tout élément de H s’écrit comme une combinaison
linéaire des éléments de la base. Par exemple, R[X] admet la base (1, X, X?,...).
— Base Hilbertienne : Si H admet une base Hilbertienne, les élements de H ne s’écrivent pas forcément
comme des combinaisons linéaires finies d’éléments de la base. *

Théoréme 2:
THEOREME DE PARSEVAL
B = (on)nen est une base Hilbertienne si elle vérifie I'une des propriétés équivalentes suivantes :

1. Vf € L2(0,0),f = D (f,%n) ¥n

neN

2. Vf € L2(0,0), ||£113 200y = D | {fs0m) I”

neN

DEMONSTRATION On va démontrer le théoréme pour chacunes des propriétés.

1. f s’écrit comme la limite d'une combinaison linéaire finie des ¢, :

p
Hf Y
1=1

—0

L2(0,a)

(f, i) @i est la projection orthogonale de f sur vect(ys ... pp). Ainsi,

p
=1

2

<

=1

p
f- Z Aipi
i=1

L2(0,a)
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D’ott , dans L?(0,a) :

i=1

= <f > (frei i f - Z freie >
=1 =1
p P
= <f,f—z<f,soi>soi> <Z fopi) i [ — Z fiei) i>
=1 =1

i=1

Orona: f— Z (f, pi) pi € vect(epr ... gpp)J‘. On a donc le second terme du calcul qui se simplifie car
i=1
on a un produit scalaire de deux termes orthogonaux. Ainsi,

p

Hf—Z(f,%-)%-

i=1

2

p
= ||f||L2(0a) Z f,saz Wi
=1 L2(0,a)
p
= ||f||%2(0a Z| fa % p—>+ooo o
=1

Finalement,
P

117200 = D I(fr )
i=1

3. Série de Fourier
On considere espace suivant :

2 2 PR
L;(0,a) = {f € L7(0,a)/f est apériodique}

_ / " foyate) dr

On consideére le produit scalaire :

2iTtnx
e a
et on note B = < )
\/a neN

Théoréme 3:
B est une base Hilbertienne de L2(0,a) donc

1.

—Zzwnm

Vf € L2(0,a), cn = (f,pn) = /f

vf € I2(0,a), / P de =3 1(F,0n) |

neN
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DEMONSTRATION On commence par montrer que B est orthonormée.

1 [ 2111'(71. m)e
<<Pn790m> = - € dx = 5n ,m
aJo

On va ensuite démontrer que les combinaisons linéaires de B sont denses dans L?(0,a). On a besoin de deux
résultats intermédiaires. O

Lemme 1:
[FEJER-DIRICHLET]
Soit f une fonction a-périodique. Soit ¢ € C?([0,a]). On pose

VneN ¢, = /f

Alors ¢(x E cnn(x) converge uniformément vers f.
neN

DEMONSTRATION On démontre que la suite de terme général c, ¢, (x) converge normalement sur [0, a].

[ s

7211rnt

Cn =
7211'rnt 727,7rnt
e
= [_f(t) 217\—71 / f 2z7rn) dt
7217‘”‘11 7217‘”‘11
o ’ € // @
= 0+ |f (t)\/a an / f 2mn)2 dt
—217\'nt
o // @
“ o [0
Donc -
217rn:n LT 2 "
// “ a ||f ||OO
R < Z 1 11
|Cn90n( / f 217rn)2 dt‘ - 47T27’L2
et donc Z ¢non(x) converge normalement, donc converge uniformément. |
neN
Lemme 2:

Soit k € NU {400}, I C R un intervalle ouvert et p € {1,2}. Alors Vf € LP(I),Ve > 0, il existe g € C*(I) tel
que

1. 3o, B, < B,g(z) =0 si w € I\]o, B
2. ||f = gllp <&, cest a dire

(/Ilf—glpf <e

Autrement dit, I'espace C¥(I) a support compact est dense dans LP(I).
DEMONSTRATION Ce lemme est admis. O

DEMONSTRATION [DEMONSTRATION DU THEOREME]
Soit f € L?(0,a) et soit € > 0. Il existe g € CZ(0, a) tel que

||f - g||L2(O,a) <e

2 2

On sait que la série de Fourier de g converge uniformément vers g :
9= Z Cn (g)(pn

/ll
0 neN

9= cal9)pn

neN

9= cal9)en

neN

2
2

<

[e.°]
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= La série de Fourier converge aussi dans L?(0,a) vers g. Alors

Hfzcn(g)@n gfzcn(g)@n

neN neN

2

<|If —gll2+ <e++ae

2

2

Ainsi, f s’écrit comme limite d’une combinaison linéaire des ,,, donc B = (¢, )nen est une base Hilbertienne
de L*(0,a). O
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CHAPITRE III

TRANSFORMEE DE FOURIER DANS L (R)

1. Introduction

L’analyse en fréquence apparait en 1922 dans le traité de J. Fourier "Théorie analytique de la chaleur".
L’équation analytique de la chaleur s’écrit :

ou
o -
U(I,O) = go(m)

Fourier cherche un opérateur permettant de résoudre ce type d’équation.Il souhaite appliquer a son équation
un certain opérateur F qui linéarise les opérations différentiels :

k
F:u— F(u) tel que F : %.(Qiﬁu)kF(u) (I1L.1)
x

Un opérateur F satisfaisant les conditions (1) est l'intégrale de Fourier dont le nom apparait en 1904 dans la
théorie de Lebesgue.

2. Définition

Définition 1. Soit f € L'(R) . On lui associe f, dite transformée de Fourier de f, définie par

f(l/) - /Rf(lﬂ)e_%m/l'dz = /Rf(z)e—%m/g;d‘u

ceci sachant que i est la mesure de Lebesgue.

3. Propriétés

Théoréme 1:
THEOREME DE RIEMANN-LEBESGUE

1. F: f — f est linéaire et continue de L*(R) dans L*(R).
2. Si f € L*(R), alors f est continue et lim Fw) =o.

DEMONSTRATION 1. F' est linéaire par linéarité de l'intégrale. Montrons que F' lipschitzienne. On a déja :

NE()oo = I F]loo

/ f(z)efm'm/:cdx
R
27

Fw)l = < / |F(@)ldz = || £l
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On en déduit donc que :

W Fllee < I1£112
W Fllee < I1£112

Donc F : f — fest lipschitzienne en 0 donc est continue.

2. Montrons que v — f(v) est continue.
fo) = [ e
R

D’une part, v — f(x)e 2% est continue pour presque tout z. De plus :

/ f(w)e-%”%] < |f@letlf] € L'(R)

~

Donc v — f(v) est continue. Montrons ensuite que :

~

Fv) — 0 (I11.2)

v—too
On sait que les applications de C!(R) sont denses dans L*(R).
Vf e L'(R),Ve > 0,3 g€ C.(R), |lg-flh <<

Pour g € C}(R) :

0 e~ 2imvz +oo , e~ 2imvz
- Zﬂ'l/il)d — + d
I e e I R

e*?iwuz 1
= ! d € C.(R).
[ 9@ Gmda car g Cimy
~ 1 /
= 190 < =N/l support de 5,0

En effet, ¢’ est continue sur K le compact de définition de g donc :

19" lloo.1c < 400

19 llx = /K J@dn < p() g lloerc < +o0
On a donc
)l = } / f(sc)e%mczx} < [Is@ldz = 17|

o~

= [f(v) —g@)| <|If —glh
Ceci par linéarité de la transformée de Fourier. Alors :
ve>0,3g, [If gl < 3
et on sait aussi que
3w, W, ] 2wl [G0)] < 5

= [fWI<If =gl + g0 <e
Donc f(u) — 0. a

v—+oo
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3.. PROPRIETES

Exemple Fonction porte :

Proposition 1:
PROPOSITION DU RETARD
Si on note g(x) = f(x —t) = 7 f(x), alors on a, avecu =z — t :

@(V) — /]Rf(x —t) e—2i7ﬂ/z dr = /Rf(u) e—2i7ru(u+t) do — J’c\(l/) e_giﬂ.,/t

Proposition 2:

Soit g(x) = f(a.x).
— sia > 1 : c’est une contraction
— sia <1 :c’est une dilatation.

alors 1
-~ -~ UV
g(v) m (g)
DEMONSTRATION
glv) = /f(a.x)efm’wmdx
R
—2imvu du 1 -~ UV
; 0 = — == (=
sia0 = [ e 2oL )
—2imvuy du 1 ~v
; 0 = — = _Z (=
sia<o = [ e 2oL

Théoréme 2:
On a les trois points suivants :

1. SiVk €0.n, & — " f(x) € LY(R), alors [ est n fois dérivable et on a
FO ) = (-2ima) f(v) = Fla — (~2im)" £(@))(v)

2. Si f € C™(R) et siVk € 0..n, f*) € L'(R), alors

— ~

f®(v) = (2imv)f(v)
3. SifeL'(R) et fest a support compact, alors

feC®R)

DEMONSTRATION 1. Démontrons que la propriété est vrai quand k =1

For=(/ f(x)e”””dx)l
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99 (z,v) = (—=2inx) f(x)e 2™

ov

Ceci est C° par rapport & v pour presque tout z. De plus,

dg

5(% v) < 27|z.f(z)| € LY(R)

- 0
=) = /Ra—lg/(:c,y)dz

/(72i7f1‘)f($)672imjxd$
R o~

(—2imzx) f(v)

= Flo— (~2im) f(2) ()

La fin de la démonstration se fait par récurrence.
2. Ona f® ¢ L'(R).

Wk € 0.n, fR(v) = / 09 ()2 gy

_ {f(’“‘”(x)e—%mtm + / F®) (2)(2imv)e 2™ dy

Remarque lir}rl f*=D(z) = 0. On sait qu’au minimum f*) est C'.

Proposition 3:

V heCYR),h e L'(R), h' € L'(R), alors lim A*V(z)=0

r——+00

On peut trouver un contre-exemple avec h ¢ C(R), tel que

he LYR), W' € L*(R) et lim h*Y(z)#£0

T——+00

DEMONSTRATION Montrons que i a une limite :

x

Vz € R, h(z) :h(a)+/ B'(t)dt — h(a)+1

a xr—+00
donc h a une limite en +o0. La limite de h en +o00 est 0 car h € L'(R). En effet, sinon,

Jxg, Vo > x0, |h(z)] > L

+oo
= / |h(z)|de = 400

Zo

= h¢ L'(R) O

Donc

—+00
f(k)(y) :/_ f(k_l)(x)(%m/) e~ 2imvT g

oo

En faisant k£ — 1 intégrations par parties, on obtient alors :

-~

f® W) = 2imv)* f(v)
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3. Si f € LY(R) et f a support compact,
fec®evkeN, fect

D’aprés le point 1, f € C* si Vp < k, a?.f(z) € L'(R). Montrons que 2P f(z) € L*(R), Vp € N.

/ (27 f (2))de = / 107 ()] < 1|27 oose || Fll1 < +00
K
car on sait que
[|2P|] o, < +00

Ainsi, on aboutit au résultat recherché :
feC™(R)

Et c¢’est fini! O

Proposition 4:
PLANCHEREL
Si f et g sont des fonctions de L*(R), alors :

/ng = /Rf g
[7o= ] [ s

DEMONSTRATION

Pour montrer I'égalité précédente, il suffit de montrer que (x,v) — f(x)g(v)e=2"™ est intégrable sur R x R.
Orona:
[f(@)g(v)e™ ™| = |f(2)].lg(v)]
et
/|f(z)||g(1/)|dx =gl fll1 < oo pour presque tout v
De plus :

[ la@L11l = lglo A1
R

Donc (z,v) — f(x)g(re ?™* € L}(R x R) et par conséquence :

/ fgdv = / / Fl@)e 2™ dug(v)dy
_ / f(@) / o(0)e 2 dude
[t .

4. Inversion de la transformée de Fourier

Théoréeme 3:

Si f,f e L'(R),
F)@) = [ @

Alors pour tout x tel que f est C° en z, on a
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n
1+ n2v2

/f 2“”’Zdz/—/f V)G (v — 2)dv

En appliquant le théoréme de convergence dominée, on sait déja que

. ™ ~ 1 X 5o
DEMONSTRATION Soit gn () = e~ %% et G, (v) = —. . Comme g,, € L'(R) et g, (r)e2i™* =g, (v — )
i

, on a la relation suivante :

/ Fw)gn ()™= dv — F(F)(z)

Donc il reste & montrer que /f( )gn(v —x)dv —  f(2). On sait que la fonction est C° en z, et :

n—-—4oo

Ve>0, Jy, e —yl<pu=|flx)— fly)| <e

- ‘ [ 1003, = 2y - ()

— |[ 1w+ 2w - s
‘/q@+uy¢mm%@my,wmmg/%=1
< /V|<M|f(l/+~’0)f(ff)|-|§n(l/)|dl/+/|u2u|f(1/+$)f($)|-|§n(V)|dV

A

or on sait d’autre part que :

[ 1o - @G0 <= [ (g <
v|<p lv|<p

|/v|>u F(@)gn(@)

‘ / S m0)

Finalement, on a montré que

n—--+oo

< f(x)/l N [gn(V)|dv = f(2).(1 — %.arctan(ny)) — 0

</|> f(x+l/)|§n(l/)|<||§n||+oo/ [f(z +v)ldv < |[gnll+oo-llflln — O
vizp

lv|Zp +

/f JGulv — )y —  f()

n—--4oo

et donc
[ Foemean = ()

la ou f est continue. O

5. Convolution dans L'(R)

Définition 2. On appelle convolution de f et g l'intégrale suivante lorsqu’elle est définie :

:/Rf(x—y)g(y)dyZ/Rf(y)g(x_

F(x)=fxg=gx*f

Propriété 1:
Si f,g € L*(R) alors F € L'(R) et ||f * gllx < I fll1-llglh
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DEMONSTRATION Pour montrer que F existe si f, g € L*(R), on montre que F est intégrable, c’est & dire :

[\ [ e = o) ol o< [ [ 1760 at0) do dy <+

or, soit () — |f(x — y)g(y)], on a :

[ 1# = w)atu)ide = 17l lgtw)] < +00 pour presque tout y

et
/Ilflll-lg(y)ldy = [[fll1-llglh < +o0

donc par le théoréme de Tonelli, (x,y) — f(z —y)g(y) est intégrable sur R x R. Ce qui entraine que F' € L;(R)
et donc F est défini presque partout. Maintenant :

/R/Rg(zfy)f( //ngf |dydz—/R|f ‘/wa y)

On a donc le résultat. O

dady = [ f[[1-lgllx

6. Convolution et transformée de Fourier

Proposition 5: L
Sif,g€ L1(R), alors fxg= f.g

DEMONSTRATION
Fa0) = [(Fea@e o= [ [ gt~ paye > da

On considere h : (x,y) — f(y)g(z — y)e= 2% dont le module est |f(y)g(z —y)| € L' (R x R). On peut donc
appliquer le théoréme de Fubini & h(z,y). On a donc :

//f (z —y) dy e”2™" dz—/f / g(x —y)e 2™ dg dy

/R Fly)e2im / g(@)e ™ dx dy = F(v) §(v)

Ainsi:f*g:]/‘\./g\. O

Proposition 6:
Sif,feLY(R)etsigge L' (R)ona:

DEMONSTRATION
F(f x9) = F(f).F(@) = f.g presque partout

Donc comme F(f)(v) € C°(R), on a f € C%, f € LY(R)NC(R) N L>®(R) et de méme pour g
= f,g9 € L'(R)

En appliquant la transformée de Fourier, on obtient

La proposition est démontrée. O
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7. Transformée de Fourier dans L*(R)

Rappel : L*(R) est 'ensemble des fonctions de carré intégrable, on peut le munir de la norme

1711z = </R|f|2)%, vf e I2(R)

et on peut associer & cette norme un produit scalaire défini par

- / F(Dg(t)dt
R

Le produit scalaire permet de dire que ’égalité de Cauchy-Schwartz est vérifiée :

vrge i®). | [ romoa] < ([ IfIQ)% (f |g|2) — [1£1lz-llls

7-a. Fonction d’auto-corrélation de L?(R)

Définition 3. f,g € L*(R). On appelle auto-corrélation de f avec g la fonction

- / Fy + 2)g(y)dy

Remarque Si f, g sont a valeur réelle (on fait le changement de variable fv(x) = f(—=)) alors,

= F(z) =g* f(-
7-b. Propriétés de F
Proposition 7:
On a les deux résultats suivants sur F' :
1 |F ()] < |Ifll2lg]l2
2. F est continue sur R.
DEMONSTRATION 1.
F@l = |[ s m) dy‘
< (fisesnr) (fowe)
= |[If[l2llgll2

[F(z+y) - F(z)] =

/R(f(x+77+y) — flx+y)) 9(y) dy‘

f@+n+y)P+1f@+y))P=2f@+n+y)f(z+y)
||f||2:/|f<x+y>|2
R

/le(x+n+y)f(w+y)l &y < IfI2

flx+n+y) — fl+y)
Orona:|[f(z+n+y)?

A

A

/R|f<x+n+y>—f(z+y>|2 dy < 4lfI3

\//le(%’ﬁwﬁy)—f(ﬂf?+y)|2 dy

= [f(z+y) - fz)|

IN
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Ainsi, par le théoréme de convergence dominée, on en déduit que ||g||2 —0>0 car :
77—)
- flea+n+y) — flz+y) —60 presque partout.
n—
~ Vil <L Ifz+n+y) - fle+y)P <gly) € L'(R) 3

8. Transformée de Fourier sur L'(R) N L*(R)

Définition 4. On considére I'application F définie ainsi :

L'R)NL*R) — L*R)
fo— F=F()

On va montrer queff) € L*(R) en montrant que ||f||s = ||f||2

Théoréme 4:
Si f € LY(R) N L?(R), alors on a le résultat :

£l = 11712

DEMONSTRATION On considére g, (z) = e~ a . On trouve alors par le calcul que :

BE

— 7a‘/r2

Ja(z) =€

On calcule ensuite :

~ =~

/}R mOIfe) & = / (O FE)F(e) de

= [ (7 [ s rmsias [ Ty ) de

Comme I’application (£, z,y) — gatf(x)f(y)e* =2 ¢ LY(R?) avec f € L'(R), on peut utiliser le théoréme
de Fubini et donc on peut intégrer dans n’importe quel sens. On reprend donc le calcul :

[ [ 1@ [ e iz ay
| [ 1@ @t =) dy da

[ ([ T2 ) guto) dy
w=yZ = [([1@7[Zvea ) ay

/RF(x/aﬂy)W dy

<
\
S
\
&
I I I
kq

Ona:
F(Vamy)erv’ — F(0)e=™v"

F(vamy)e”’ < ||Fllue™™" € L'(R)
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On en déduit donc que :

F(0) /]R e~ 0)

F(
/R f@)F (@) da
— IfR

Pour conclure, on a donc bien || f||2 = ||f||2 donc f € L2R. O

Propriété 2:
Si f et g sont des éléments de L*(R) N L?(R), alors :

Aﬁzéﬁ

DEMONSTRATION A titre d’exercice . .. ]

9. Transformée de Fourier dans L*(R)

Lemme 1:
L'espace L'(R) N L?(R) est dense dans L?(R). C’est dire :

VfeL*R), Ve>0, 3gc L'"(R)NLAR),||f —gl|l2 < ¢

Définition 5. On définit la transformée de Fourier de f € L'(R) comme la limite dans L*(R) de la transformée
de Fourier de toute suite de fonctions (fy)nen € LY(R) N L%(R) tendant vers f.

Remarque La limite ne dépend pas du choix de f,. En effet,

Si fn, — f dans L2(R) : ||fn — fll2 — 0
Si f, — f dans L2(R) : ||fn — fll2 — 0
Alors on obtient :

| fu = falla — 0

En général, comme la limite ne dépend pas du choix de la suite, on choisit :
fn = X(—nn(z) f(z) € L'(R) N L*(R)
fn est telle que :
L. |fu(z) — f(2)|*> — 0 presque partout
2. | fulx) = f(@)]? < |f(2)]* € L'(R)

Donc si on applique le théoréme de convergence dominée,
fn — f dans L3(R).
On peut alors voir la transformée de Fourier comme la limite dans L*(R) de

= r@e i

= |lfn(v) = fW)ll2 = 0
Attention!
/ 1) — )2 — 0% fo(v) — f(v) presque partout
R
On peut prolonger la transformée de Fourier sur L!'(R) N L?(R) — L?*(R) en une application de L?(R) —

L?(R). Si la transformée de Fourier est continue, linéaire, de L'(R) N L?(R) — L?(R), son prolongement &
L?(R) T'est aussi (THEOREME DE HAHN-BANACH, vu au second semestre). *
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Remarque
[fo=Ffll2 — 0
n—-+o0o

Clest & dire / |f(z)]> — 0. La transformée de Fourier de f sera la limite dans L?(R) de o si cette limite

x| >n n——+oo
existe. e
On montre que f,, est une suite de Cauchy dans L?(R), c’est-a-dire pour n > p :

p——+o0

Fn = Folle = W —Tollz = [1fn — fullo = / _M@F 0

ﬁ est une suite de Cauchy de L?(R) qui converge donc et sa limite est la transformée de f notée F(f). *

9-a. Propriétés de la transformée de Fourier dans L*(R)

Propriété 3:
La transformée de Fourier de f € L'(R) est une isométrie :

£ 12 = [F(ll2
DEMONSTRATION Pour la fonction f,, € L*(R) N L?(R) tendant vers f dans L*(R), on a :
[fnll2 = [Ifnll2

Montrons que :

{ fo — [ € L2(R), alors |[f]l2 — ||fll2
Ju — T € 2(R), alors ||f]l: — [If]l2

a2 = e F+ f12 < —Fum FR 4P+ 21 fo — f]
|fn|2_|f|2 S |fn_f|2+2|f||fn_f|
|f|2 = |f7fn+fn|2 < |f*fn|27L |fn|2+2|f*fn| |fn|
|f|27 |fn|2 S |f*fn|2+2|f7fn| |fn|
J U= P27 1= 11 < W= AP+ 2007 1fo = Flle, =20
/le—fn|2+2|f—fn| Fal < N a— FIB 4+ 21 fall2 1 — Fall2

Or: ||fa—flI3 — 0, ||fnll2 est constant car f,, est bornée (f,, converge), et ||f — fnll2 - 0. Ainsi, on en
n n—-+0oo

— 400
JA R A
R n—+oo Jp

f est donc une isométrie. O

déduit que :

Propriété 4:
Soit f,g € L3(R), la convolution de f par g est définie par

F@%=Af@—y)ﬂmdy

alors
F e C’'(R)n LT™(R)

DEMONSTRATION

F)| = \ / f(:cy)g(y)dy'

\/ / |f<:cy>|2dy.\/ R

1 £1l2 Ngll2
37/50
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On a déja F € L>°(R). 11 faut maintenant montrer que F € C°(R).

F(z+n) - F2) = } [l s~ y)]g(y)dy}

(Cauchy — Scwartz) < \//|f(x+n—y)—f(x—y)l2dy . \// lg(y)dy

—s 0

n—0
Si f est continue et a support compact K, on a :
If(x+n—19y)— flx—y)*> — 0 presque partout (I11.3)
[flz+n—y)— fle—y)* < 4[fll% € LY(K) (IIL.4)

Ainsi, par le théoréme de convergence dominée, on a :

VIfl@+n—y)— fla—y)2—0

n—0

Si f € L3(R), on sait que les applications continues & support compact sont dense dans L?(R).
Vf € L*(R),Ve > 0,3g € CX(R),[|f —gll2 < ¢

Il suffit de montrer que :
v e R, [Ifwtn=y) - fa-p)Pdy—0

Soit (gn)nen une suite d’éléments de C(R) tel que gy, - f dans L?(R). On cherche a montrer que :
n—-rroo

/If(:c+n*y)*f(x*y)l2dy%0
R n—0

/R Fly+n) — F)Pdy / (F 1) — gn(y+ 1) + (@n(+1) — 9n(®)) + (90() — F@)Pdy

AJﬂy+m—yay+mﬁ+w4y+m—gawﬁ+uh@w—ﬂwﬁ+2Dde

DP est un double produit. C’est en fait une fonction h valant :
DP = h(|[f(y+mn) = gn(y+ 02, llgn(y + 1) — ga(W)ll2, llgn(y) — fFW)I]2)

On a:
Ve 0,3N €N, / 1F() — on()Pdy < <

On choisit de poser n = N, alors pour un 7 suffisament petit, on a :
L/wNw+n%wm@HWy<€
R

Finalement,
[l - ) —0
R n—0
et donc on peut conclure :

F est continue en x

38,50



http://julien2331 free.fr 9.. TRANSFORMEE DE FOURIER DANS L2(R)

Propriété 5:
Soit f,g € L3(R) alors :

Afyzéfﬁwﬁﬁ

DEMONSTRATION Montrons que la propriété est vraie pour f,g € L*(R) N L%(R).

Si f,g € LY(R) N L*(R), sachant que F(f)(v) = / f(z)e*™*dz, comme f,g € L*(R), on a :
R

F(f)Flg) = F(f).Fg) avec §(z)=7g(~x)

R

Propriété 6:
Si f,g € L*(R) alors
R R
DEMONSTRATION On sait que la propriété est vraie dans L*(R) N L#(R) (déja vu précédemment).
On considere

gn — g, gneL2(R) (N||gn_g||2_>0)
fo — f, fa € LAR)

On montre que

[ 5@~ [ 170

AhJEMﬁHm'< [ 1525 - 1.7(0)

<Lém—ﬂv@m+u@m—ﬂmv|

< fa—=fllz - [IFallz +]1F(gn) = F(@ll2 - [Ifll2
—_——— —_——— ——
—0 dans L2(R) =||gn||2 bornée =|lgn—gll2—0 bornée
Donc on en déduit que :
[ 12700~ [ 170
R R
De méme, on montrerait que / gn-F(fn) — / 9.F(f). Ces deux résultats impliquent :
R R
[or= [ 1.7) 0
R R
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9-b. Inversion de la transformée de Fourier dans L*(R)

Théoréme 5:
On a le résultat suivant :
Vg € L*(R), F(F(9)) = F(F(9)) =g

DEMONSTRATION
vie P®), [FFoT = [ FoFD
R R
= [ Fl9)-F)
R
= / 9.f
R
— VI e I*®), [ (FF@) - of =0
= F(F(9)-ge LR NL*(R)
= F(F9) =g
La démonstration est identique pour F(F(g)) = g. O

9-c. Convolution et Transformée de Fourier dans L*(R)
Propriété 7:
Soit f,g € L*(R)
frg# fgear frgg L'(R)UL(R)
Par contre,
Va, f+g(x) = F(f.9)(x)
Ceci car f =g € C°, f.§ € L%(R) donc F(f.g) € C°.

o~

DEMONSTRATION Montrons que f x g = Z(f.9)

fn€ LNR)NLAR) f, — f dans L*(R)
gn € LY(R)NL2(R) g, — g dans L*(R)

IF(F ) = F(fa g)lloo = IIF(F §— fn G)lloo
—
eL'(R)
Or on sait que :

/ f(x)e_%rg:” dx
R

< [ 1@l de =17l £ € L'@®
R

Ainsi,

175~ T Galls

= ||(f7fn)§+(§7§;)fn||l

F(F ) = F(Fn 90)llos

< N = gl + 1@ = gn) fullx
< f = fallz 11gll2 + 119 = gnll2 [1fall2
N 0
n—-+o0o
De méme, on démontre que :
||fn*gn_f*g||oo = ||(fn_f)*gn+(gn_g)*f||oo
< a =) *gnlloo +11(gn — 9) * flloo
< = Fllz llgnllz + [lgn = gll2 I f]l2
— 0
n—-+o0o
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On a donc f,, + gn — f + g dans L™>.
F(fu G0) — F(J §) dans L
Ona f, +gn = .7'(?; gn) donc :
frg=T(f9) O

Propriété 8: .
On a toujours : V¢ € R, F(f) « F(g)(&) = f.g(&)

DEMONSTRATION

fn€ LYR)NLA*R) f, — f dans L*(R)
gn € L*(R)NL*(R) g, — g dans L*(R)
frn gn e f g dans L*(R). Donc :

F(fn gn) — F(f g) dans L*=(R)

n—-+o0o

Ceci car || F(fn gn) — F(f 9)llco < ||fn gn — f gll1- Montrons donc que fi, gn - f g dans LY(R).

[fngn—Ffgli = |l(fa—=f) g+ (gn—29) flh
< = Fli2 llgll2 + lgn = gll2 | f]]2
- 0
n—-4o0o

?; * Gn - f % dans L>(R).
Soit f1,91, et (f1, )nen, (91, )nen tels que :
h=Ff), h, e f1 dans L3(R)

g =F(9), g1, e dans L*(R)

Alors
Ff), T
Iin n—-+o0o
La fin de la preuve est laissée a titre d’exercice ... O
10. Applications
Théoréme 6:
Si f € L3(R), alors on a :
F(F) =fs
avec
Vz € R, fo(z) = f(-2)
DEMONSTRATION Cela revient a montrer que F(f) = F(f,).
Si f € LY(R) N L?(R), alors :
Flfr) = [ Fa)e®™ do = A ()
Ainsi, par densité, la propriété est vraie pour f € L}(R). O
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10-a. Calcul de transformées de Fourier

Exemple On sait que :

1

- _ —alz|

T 2ine Fe U (z))
Avec

1siz>0
Ulz) = { 0 sinon
Donc on peut en déduire facilement que :
1 7 —ala| _ o—alalpr(_
T — F(F(e U(z))) =e U(—zx)

Exemple On sait que :
sing(mv) = F(II;_1 1))
\ ; 272
€L2(R)

Ainsi, on obtient directement :
sing(7v) i F(F(I_y
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CHAPITRE IV

DISTRIBUTIONS

Dans tout le chapitre, on définit I un intervalle ouvert de R, ¢ =]a, 8] ou ] — 00, 5] ou Jay, +00[.

1. Introduction

La théorie des distributions a été inventée par Laurent Schwartz et lui a valu la médaille Fields en 1950. La
théorie des distributions est tres liée a la physique. On donne deux exemples physiques.

1. En théorie des chocs, on considére qu’un choc a lieu a un instant ¢, et la force ne s’exerce qu’a cet instant.
La force est donc nulle en t — At et en ¢ + At. Si on veut modéliser un choc, on peut utiliser une fonction
p, par exemple une gaussienne d’intégrale égale a 1. On considére ensuite

np(nz) = p,(z) avec /pn(x) de =1

np(nw) —

n—oo

{ +oo st x=0

0 sinon

pn e converge pas dans L!(R). Il faut donc donner du sens a la limite de p,,. C’est ce qu’on va voir dans
la théorie des distributions.

2. Un thermometre placé dans une piéce mesure la température. La température au point x n’est pas f(z)
mais une moyenne de f autour de x :

/ f@+y)ey) dy

avec une certaine fonction ¢

Définition 1. ENSEMBLE DES FONCTIONS TESTS
On appelle ensemble des fonctions tests I'ensemble des fonctions C*(I) a support compact, noté C°(I) = D(I).

DI)={C:I— C,C e C>(I) et supp(C) compact C I}

Avec
supp(C) = [ € 1,C(@) £0}
{z € R,C(x) # 0} =]a, B[\ {0}
= supp(C) = [, f]
Remarque C € D(I) < 3a,b € I,supp(C) C [a,b] C I et [a,b] # I est ouvert. Donc en particulier, si
I=]a,8,CeDI)=Cla=C(B)=0 *
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Exemple

0 sinon

C(z) = { exp (ﬁ) stz <1 € D(R)

Définition 2. DISTRIBUTION SUR I, D'(I)

On appelle distribution toute forme linéaire continue sur D(I). Il s’agit du dual topologique de D(I) noté aussi
D'(I).

T € D'(I) si et seulement si T est une forme linéaire continue D(I) — C.

T:D(I) — C
o +—T(p) =(T,p)

1. T est linéaire :
VSD,QDQ € D(I)7V)\ S (Cv <Ta )‘901 + (P2> = <T7 (P1> +A <T7 (P2>

2. T est continue.

T est continue < T est continue en ¢ = 0 (car T est linéaire)

V(pn) tel que o, KdSIN 0, on a 11111 (T, on) =0 ol v, 20 signifie :

L. 3(e, B) € I?,¥n, supp(pn) C [o, f] = K
2. Vk €N, MT/Hwﬁmuﬂ(z lim ( max | (2))) =0

n—-+o0o0 n—-+oo

1-a. Distributions réguliéres

Définition 3. A toute fonction de L}, (R) (fonctions intégrables sur tout compact), on peut associer une

distribution appelée distribution réguliére, qui est définie par

vwemﬂ%),T(@):/wa: (T, )

T inD'(R), » € D(R) (produit de dualité).

Remarque

L'R) C Lj,.(R)
L*(R) C  Lj,.(R) *

DEMONSTRATION Montrons que 7" est une distribution.
T est déja linéaire et continue. De plus,

¢n — 0dans D(R)

n—-+4+oo

B

T(en)l < [ 191 loal < llenlee 11,5

A
Donc comme ||y |]oo tend vers 0 et que || f]|1,(4,5 < 400, alors :

= [T(pn)] — 0

Ainsi, T est une distribution. a
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1-b. Exemples
Masse de Dirac en a € 1
da = p — ¢(a)
0o € D'(I) car :
1. 6, est linéaire

2. 0, est continue

, . . D(I
DEMONSTRATION Montrons que ¢, est continue. Soit ¢, L 0.

0sia¢ K
<
< Ngnllos siac i = #nllor =22 0

| (Gr o) = [ion(a)] = {

Ceci car ¢, 4N 0. O

Dérivée de Dirac Soit p € N. On définit :
ve € D(1), (67, ) = (~1)74?)(0)

Montrons que 6P € D'.
1. 6 est linéaire sur D(I) (linéarité de la dérivée p-ieme

2. 6(P) est continue.

, . . DI
DEMONSTRATION Montrons que 6) est continue. Soit ¢, KdSIN 0. Alors

(p) — [pP) < {lpP)
(6%, 0n ) | = 02 O)] < 16 Joouic , —_0

Avec K O suppCy,. Ainsi, 6() est continue. O

2. Convergence des distributions, notion de convergence simple

Soit I un intervalle de R.

Définition 4. (T,,) une suite d’éléments de D'(I) et T € D'(I). On dit que T, 7 quand n — +00 si
VC € D), (Tn, @) 0 (T, ¢) (limite dans C)

Exemple Vz € R, u,(z) = e"®
— Vo =2km,Vn € Nyu,(z) =1
— V& # 2km, la suite ne converge pas.
On considere la distribution-fonction associée :

T., : D) — C

n

or— (Tu,,p) = (Un, Q) 2 = /Run(x)tp(x) dx

Remarque u, est continue sur R donc € L], (R). *

. D’
Montrons maintenant que 7, — 0 :

C € D(R)

(Tunvh = [ wnlapta)ds = [ e p(ayto
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Par une intégration par partie, on obtient :

[ef”w)} +: -/ e o (@)da

mn mn

1
¢ € D(I), donc 3IM > 0, supp(p) C [-M, M] donc V|z| > M,p(x) = 0. Donc | (T, ,¢) | < - / | (z)|dx.
R

/ |¢'(z)|dx < +00 car ¢’ est continue & support compact. Donc :
R

| (T, 00| —2 0

n—-+oo
Donc :
D/
T., — 0

Soit p € LY(R), p bornée sur R, telle que /p(z)dz = 1. (par exemple, p = x[_1 17)-
vn € N, pn(z) = np(nz)
T =1,
Montrons que T}, L é avec § = dp.

wGYXR%(Duw>=<ﬂm#ﬁ=i/+wpnw=i/+mnmﬁ@w@wm==/+mpﬁww(%)dy

— 00 — 00 — 00
Ona:
L. Vy eR, lim ¢ (%) = p(0) car ¢ est continue.
n—+o00 n

2. [p()e (£)] < llglloo-lp(y)| € L' (R) par hypothese.
D’apres le théoreme de convergence dominée, on obtient :
n—-+o0o

hm(ﬂwﬁ:ﬂMApZﬂm:@M>

Ainsi, on conclut :

T, — 6

Théoréeme 1:
FONDAMENTAL
Soit (T,) une suite de distributions. On suppose que :

Vo € D(I),3p, € C, lim (Tn, = py)
Alors

T:p+— Py

D(I) — C

est une distribution. C’est a dire elle est linéaire est continue.

DEMONSTRATION Ce théoréme est admis. ]

Remarque 1. T est linéaire : évident grace a la linéarité de la limite.

2. Une suite d’applications continues T,, qui converge simplement = la limite n’est pas continue! Ici, T},
sont linéaires. *
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Exemple LE PEIGNE DE DIRAC
Il es défini par :

D 0n, bn o p(n)

nez

Montrons que Z 5, € D'(R)
neZ

N
NeN' Ty= Y 6,€D(R)

n=—N
Montrons que Vo € D(R), NHI-E (Tn,p) € C
N N M o0
<Em@::§%x%wﬁ: E%wmnﬁjg__Mﬂm:zg;sMMEC

supp(p) est compact donc IM € N,VN > M, p(M) = 0. ( supp(p) C [—M,M] ). D’apreés le théoréme
fondamental, Ty converge dans D'(R) vers la distribution

Tip— 3 ol
nez
T est notée Z On.- *
nez

Exemple

Up(x) = en®

en € Clen] < (1 4+ |nfP)

n €z

Montrons que Z cn Ty, € D'(R)
neL

nT

Remarque la série de fonctions g cne'™® ne converge pas au sens classique car le terme général ne tend pas

N
vers 0. Soit Sy = Z cnTu, € D'(R). ¢ € D(R)
n=—N

N

<SN790>: Z Cn<Tuna50>

n=—N

U = ¢ Ty, ,p) € C

(Turrg) = / n () ()

= /emmcp(x)dx
1 inT
IPP = — [ ™ p(x)dx
m Jr
IPP = ! /einxcp(“?)(z)dz *
(in)P+2 Jg

Les termes de bord sont nuls car supp(y) C [—M, M]. donc

1 1+ |n|P
- (p+2)
tn < el g [ 16"t < < 7 )
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Donc Zvn est convergente dans C donc (dy) converge dans D’(R) selon le théoréme fondamental vers une

+oo
S = Z cn Ty,

distribution

3. Dérivations des distributions

Soit I un intervalle de R et D’(I) 'espace des distributions de I.

dT
Définition 5. Soit T € D'(I). On définit . Papplication :
x

vo e (1), { G.0) = (D (T.)

Propriété 1: AT
Soit T' € D'(I). Alors . est une distribution donc appartient a D'(I).
x

, ar .
DEMONSTRATION 1. T est linéaire :
X

T
Vi1, 2 € D(I),VA € C, <d_ (A1 + 502)> = —(T,(\o1 +¢2))

= — (T, (M| + ¢3))
= A <T7 9011> - <T7 <Pl2>

)\ d_T + d_T
dz 1 dz ' ¥?

T
2. I est continue. Soit ¢, 2.
x

dT
n - T !
‘<dx790 >‘ (T, ¢,) |

(T, @n)| —— 0

n—-+4+oo

Or<pn3>0:<p;3>0donc

Ceci car T est continue. O

Exemple CAS DE d—5
dx
61— (0)

Vo € D(R), <§—27<P> =—(0,¢/) =—¢'(0) = <5(”, so>

Exemple FONCTION DE HEAVYSIDE

1six>0
0 sinon
dT
Vo € D(R), <d—f,@> = —(Tu,¥")
= —_ HSDI
R
= —/ o' (z)dx
R+
= —[p@)]g™
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Exemple Soit f une fonction de classe C! sur R.

Ty :pr— / fe
R
Remarque f, f' € L}, .(R) *
Montrons que
dTy
= _ 7,
dx f
DEMONSTRATION
drl o
Yy € D(R), <df > — Ty, ¢') /fso Loo+/f’<p=<Tfu<p>
x R
Car ¢ est a support compact. O

4. Formule des sauts

Théoréme 2:

Soit I =]ag,ay| un intervalle ouvert de R. Soit ag < a; < --- < an. Soit f tel que :
1. f € Cl(]ai,aHl[),Vi = 0 N —1
2.¥Yi=1...N —1, f admet en a; une limite a gauche et une limite a droite.

On note le saut de f en a; :
of(a) = lim fla; +h) = lim f(a; —h)

Alors : aT
e =T + ZN — lo¢(a;)da,
=1

ot {f'} est la dérivée par morceau de f : {f'} jja;.aiin] = f;]ai ainl

DEMONSTRATION [ =|ag, as[,ap < a1 < as.
dT
VsOGD(I),< df7<P> = —(Ty,¢)
= — | f¢
ao
al az
! !
- fe —/ fe
ao ai
= —[st]Z§+/ Fo—=1fela: +/ fle
ag ai

= —a ﬂhmfmlhﬂ+ﬂm%£$fmﬁwﬂ+Lff@

= /{f}so
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- /f’@ =Ty, ¢)

I
D’ou le résultat. O

1 N
Exemple Soit f(z) = arctan (—) sur R. f est définie sur R* A titre d’exercice :
x

— Tracer f
— montrer que

&:T 1 —7)

dzr T 1a?

5. Dérivation d’une suite de D'(I)

Théoreme 3:
Soit (T,,) une suite de D'(I), convergeant vers T dans D’'. Alors :

dTn D’ dT

e © 22
dx dx

DEMONSTRATION Soit ¢ € D(I).

dT,
-n = (T, /
<d$,sﬁ> (T, )

VY € D(I),(Tn,¥) — (T,%)

T, z, T donc

n—-+o0o
Remarque ¢ € D(I) = ¢’ € D(I) *
Donc
<Tna SD/> n::)o <T7 90/>
Donc

dT, dT
- s —{(T. 0N ={ =—
<d$,sﬁ> (T, ¢") <dx,sa>
Corollaire 1:

Si Z T,, converge dans D'(I), alors
d dT,
Bl 7, =S 22
dx <; ) — dx

On peut dériver terme a terme une série qui converge dans D’
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